dostosowujac swoje stanowisko do najwiekszej liczby pierwszej
w polu widzenia. Moze si¢ nawet wycofaé, przyznajac, ze nie zna
warto$ci najwiekszej liczby pierwszej, ale podtrzymujac twierdze-
nie, ze taka liczba istnieje.

Najlepszym sposobem odpowiedzi na rozwazane pytanie bedzie po-
kazanie, ze majgc dowolny wyobrazalny zbior liczb pierwszych, mo-
zemy utworzy¢ nows liczbe pierwsza spoza tej listy. Jesli na przyktad
ktos bedzie twierdzil, ze istniej gdzie§ najwigksza liczba nieparzysta,
mozemy mu zaprzeczy¢, mowiac, ze jesli n jest nieparzyste, to n + 2
jest wiekszg liczbg nieparzysta, nie moze wiec istnie¢ najwieksza
liczba nieparzysta. To podejécie nie sprawdza sie tak tatwo w przy-
padku liczb pierwszych — majac skonczong liste liczb pierwszych,
nie mamy sposobu na wykorzystanie tego zbioru do wytworzenia
liczby pierwszej, ktora jest widocznie wigksza od wszystkich pozo-
stalych. Moze wigc jednak istnieje najwigksza liczba pierwsza? Skad
mamy wiedzie¢, ze nasz uparty rozmoéwca nie ma racji?

A jednak Euklides z Aleksandrii (ok. 300 roku p.n.e.), grecki mate-
matyk i ojciec wszystkich poje¢ euklidesowych, to wiedzial. Majac
liste p,, Py --.» py» gdzie kazde p, oznacza inng liczbe pierwsza, przy-
jal argumentacje, ktora jest nieco bardziej subtelna. Pokazal, ze musi
istnie¢ jedna nowa liczba pierwsza (lub wigcej) w okreslonym zakresie
liczb (ale jego argumentacja nie pozwala nam zlokalizowa¢, gdzie
dokladnie w tym zakresie znajduja sie te liczby).

Oto, jak to dziala. Niech p,, p,, ..., p, beda lista k poczatkowych
liczb pierwszych. Rozwazmy liczbe n, ktora jest o jeden wigksza
niz iloczyn wszystkich tych liczb, czyli n = p,p,...p, + 1. Liczba n
jest liczbg pierwsza lub podzielng przez liczbe pierwsza mniejsza
od siebie, ktora nie moze by¢ zadna z liczb p,, p,, ..., p;, gdyz jesli p
jest jedna z tych liczb, to podzielenie n przez p pozostawi reszte 1.
Wynika stad, ze kazdy pierwszy dzielnik # jest nowq liczba pierw-
sz3, ktora jest wigksza od wszystkich liczb pierwszych p,, p,, ..., p;
i nie wigksza niz samo n. W szczegdlno$ci wynika stad, ze nie
moze by¢ skonczonej listy liczb pierwszych zawierajacej wszystkie
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liczby pierwsze, a wigc ich cigg mozna kontynuowaé w nieskon-
czonos¢, nigdy go nie wyczerpujgc. Odwieczny dowdd Euklidesa
nieskonczonosci liczb pierwszych jest jednym z najbardziej po-
dziwianych w calej matematyce.

Wprawdzie argumentacja Euklidesa nie méwi nam dokladnie, gdzie
znalez¢ nastepna liczbe pierwsza, ogdlna czestos¢ liczb pierwszych
jest obecnie dobrze zrozumiata. Jesli wezmiemy dwie dowolne licz-
by, powiedzmy a oraz b, bez zadnego wspdlnego dzielnika, i rozwa-
zymy ciag a, a + b, a + 2b, a + 3b, ..., to okaze sie, jak to pokazat
niemiecki matematyk Johann Dirichlet (1805-1859), ze nieskon-
czenie wiele elementdéw takiego ciagu to liczby pierwsze. (Oczywiscie
nie ma nadziei, jesli a i b maja wspdlny dzielnik, powiedzmy d, gdyz
wtedy kazdy element na liScie bedzie takze wielokrotnosciag d
i nie bedzie liczbg pierwsza). Gdy a = 1, natomiast b = 2, otrzyma-
my znany nam ciag liczb nieparzystych, ktdry zgodnie z dowodem
Euklidesa zawiera nieskonczenie wiele liczb pierwszych. W istocie
na do$¢ prostej adaptacji argumentacji Euklidesa mozna pokaza¢,
ze inne szczegdlne przypadki, takie jak ciag liczb w postaci 3 + 4n,
5+ 6ni5+ 8n (gdy n przebiega przez kolejne wartosci 1, 2, 3, ...),
maja nieskonczenie wiele liczb pierwszych. Ogoélny wynik Dirichleta
jest jednak trudny do udowodnienia.

Inne proste stwierdzenie mdwi, Ze zawsze istnieje co najmniej jed-
na liczba pierwsza wigksza niz dana liczba n, ale mniejsza niz 2n
(dla n > 2). (Jako przypomnienie powiedzmy, Ze operatory nieréw-
nodci, jak ten, ktéry oznacza wieksze lub réwne, zawsze sa skiero-
wane w strone mniejszej wielkosci). Ten fakt, znany historycznie
jako postulat Bertranda, mozna udowodni¢, wykorzystujac dos¢
podstawowa matematyke, cho¢ sam dowdd jest dos¢ sprytny. Mo-
zemy zweryfikowa¢ postulat dla n do 4000, wykorzystujac poniz-
szg liste liczb pierwszych. Najpierw zobaczmy, ze kazda liczba
na liscie nastepujaca po 2 jest mniejsza od dwukrotnosci swojej
poprzedniczki:

2,3,5,7,13, 23, 43, 83, 163, 317, 631, 1259, 2503, 4001.

ROZDZIAL 2. Niekonczacy sie ciag liczb pierwszych



